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Le proble`me de l’arborescence de Steiner
dans les re´seaux tout-optiques
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Connaissant un graphe oriente´ contenant n nœuds et des arcs ponde´re´s positivement, posse´dant une racine r et un
ensemble X de k nœuds appele´s terminaux, le proble`me de l’arborescence de Steiner (Directed Steiner Tree ou DST)
consiste a` calculer une arborescence de poids minimal enracine´e en r couvrant tous les terminaux. Ce proble`me est
adapte´ pour mode´liser la diffusion multicast dans un re´seau quand celui ci ne contient aucun nœud dit non diffusant.
Un tel nœud est incapable de copier une donne´e qu’il rec¸oit. Il est donc dans l’obligation pour transfe´rer cette donne´e
a` plusieurs destinataires de la recevoir plusieurs fois. Le poids de son arc entrant est donc de´multiplie´. La pre´sence
de nœuds non diffusants est visible par exemple dans un type de re´seaux, dits tout-optiques, ou` tant que le paquet est
encode´ sous forme optique, il ne peut eˆtre dirige´ que vers un seul destinataire. On s’inte´resse a` une ge´ne´ralisation de
DST, nomme´e Arborescence de Steiner a` Branchement Contraint (ASBC) mode´lisant ce proble`me de multicast dans
le cas d’un re´seau ou` le nombre de nœuds diffusants est limite´ par un entier d. Nous montrons que ce proble`me est
XP quand il est parame´tre´ par d. Nous montrons e´galement qu’il est possible de construire, a` l’aide de ASBC, une
⌈ k−1d ⌉-approximation XP en d pour le proble`me DST. Enfin, nous montrons que ASBC, sous contrainte que NP 6⊆
DTIME[nO(log logn)], ne peut eˆtre approche´ polynomialement avec un rapport 1+( 1e − ε)
k
d−1 , quelque soit ε > 0.
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1 Introduction
Le proble`me de l’arborescence de Steiner (Directed Steiner Tree ou DST) consiste, connaissant un graphe
oriente´ avec des arcs ponde´re´s positivement et posse´dant une racine r et un ensemble X de nœuds appele´s
terminaux, a` calculer une arborescence de poids minimal enracine´e en r couvrant tous les terminaux. C’est
une ge´ne´ralisation du proble`me de l’arbre de Steiner, qui est NP-Complet [Kar72].
Ce proble`me est principalement connu pour constituer un mode`le de la diffusion multicast dans un re´seau
ou` l’on cherche a` relier la racine aux terminaux. Chaque arc est une connexion possible entre deux nœuds
et son poids correspond au couˆt entre ces deux nœuds si la racine l’utilise pour transmettre ses paquets aux
terminaux (ce couˆt peut eˆtre de´termine´ par la congestion du re´seau, par une consommation d’e´nergie, . . .).
On s’inte´resse ici a` une ge´ne´ralisation de ce proble`me de multicast dans des re´seaux posse´dant deux
cate´gories de routeurs : les nœuds non diffusants et les nœuds diffusants. Un nœud non diffusant ne peut
dupliquer un paquet, en conse´quence de quoi, il doit le recevoir autant de fois qu’il souhaite le retransmettre
a` des successeurs, ou le lire s’il est destinataire. Au contraire, un nœud diffusant peut transmettre une donne´e
entrante plusieurs fois a` tous ses successeurs. La pre´sence de routeurs non diffusants est visible par exemple
dans un type de re´seaux, dits tout-optiques, ou` tant que le paquet est encode´ sous forme optique, il ne peut
eˆtre dirige´ que vers un seul destinataire, a` moins de disposer d’un routeur diffusant capable de diviser le
flux en deux ou de le re´encoder temporairement sous forme e´lectronique. Ces me´thodes sont couˆteuses (en
e´nergie, en temps ou en qualite´ de solution) et ces re´seaux limitent donc l’ensemble des nœuds diffusants.
Le proble`me de Steiner n’est plus adapte´ pour mode´liser cette proble´matique car il suppose que tous les
nœuds sont diffusants. Ce proble`me a e´te´ premie`rement introduit dans sa version non oriente´e [MZQ98,
LW05, RCT+12]. Si le graphe est un arbre, le proble`me de placement optimal des nœuds diffusants est
polynomial [RTBW12]. A l’inverse, dans un graphe quelconque oriente´ ou` aucun arc ne peut transmettre
deux fois le meˆme paquet, le proble`me est NP-Complet [GHSV02, WWBB13]. Cet article e´tudie un mode`le
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oriente´ appele´ Arborescence de Steiner a` Branchement Contraints (ASBC). En plus du proble`me pratique
que permet de mode´liser ASBC, nous verrons qu’il est en mesure d’apporter un nouveau type d’algorithme
d’approximation parame´tre´ pour l’arborescence de Steiner.
Apre`s avoir introduit ce mode`le dans la section 2, et de´crit ses liens avec DST et ses applications dans
le re´seau tout-optique, nous nous inte´resserons dans la section 3 a` sa complexite´ parame´tre´e vis-a`-vis du
nombre de nœuds diffusants autorise´s. Dans la section 4, nous e´tudierons deux re´sultats d’approximation :
l’un visant a` approcher DST, et l’autre de´crivant un rapport d’inapproximabilite´ pour ASBC.
2 Description du Proble`me ASBC
Afin de de´finir le proble`me ASBC, nous allons premie`rement de´finir quelques notations utiles. Dans une
instance de DST,G=(V,A) de´signera le graphe avec ses nœuds et arcs, r, X et ω de´signeront respectivement
la racine, les terminaux, et les poids (positifs) des arcs. Enfin k, n et m de´signeront le nombre de terminaux,
de nœuds et d’arcs dans cette instance.
Soient u et v deux nœuds de G, alors P(u,v) de´signera un plus court chemin (vis-a`-vis des poids ω) entre
ces nœuds et ω⊲(u,v) de´signera son couˆt, ou l’infini si ce chemin n’existe pas.
De´finition 1. Le graphe des plus courts chemins G⊲ est un graphe complet contenant les meˆmes nœuds que
G mais ou` tout arc (u,v) est ponde´re´ avec le poids ω⊲(u,v).
De´finition 2. Soit T un arbre du graphe G⊲ enracine´ en r et couvrant tous les terminaux, alors on de´finit
son couˆt total par ω⊲(T ) = ∑
(u,v)∈T
ω⊲(u,v).
De´finition 3. Un nœud de branchement dans un arbre est un nœud avec plusieurs fils.
Proble`me 1. Connaissant une instance I = (G,r,X ,ω) de DST, et un entier strictement positif d ≤ k− 1,
le proble`me de l’Arborescence de Steiner avec Branchements Contraints (ASBC) recherche, dans le graphe
des plus courts chemins G⊲, un arbre T enracine´ en r, couvrant X , ne posse´dant pas plus de d nœuds de
branchements et minimisant son couˆt ω⊲(T ).
2.1 Lien avec le proble`me de l’arborescence de Steiner
ASBC est une ge´ne´ralisation de DST. En effet, si d = k−1, alors on s’autorise a` renvoyer tout arbre. On
recherche donc une arborescence de Steiner de poids minimal. ASBC est donc NP-Complet.
On peut construire une k-approximation e´le´mentaire pour DST en reliant la racine a` tous les terminaux
par des plus courts chemins. Cette approximation peut eˆtre adapte´e, avec le meˆme rapport d’approximation,
pour ASBC en reliant r a` chaque terminal t avec l’arc (r, t).
2.2 Recherche d’un arbre de multicast dans un re´seau tout-optique
Rechercher les solutions dans G⊲ pre´sente deux inte´reˆts. La premie`re raison est la garantie de toujours
trouver une solution re´alisable T . Dans un graphe quelconque, limiter le nombre de nœuds de branchement
rend le proble`me d’existence d’une solution (et donc de minimisation) bien plus difficile [WWBB13]. La
seconde raison est qu’un arbre de multicast avec nœuds diffusants peut en eˆtre extrait. Un paquet rejoint un
terminal depuis la racine en suivant les plus courts chemins de´crits par les arcs de la solution T . Chaque
nœud de branchement de T est un nœud diffusant du re´seau. Si deux chemins utilisent deux fois le meˆme
nœud dans le graphe original, c’est que ce nœud, non diffusant, rec¸oit et transmet deux fois le paquet. Dans
ce cas, il se peut que la solution optimale dans ce graphe d’origine ne soit pas un arbre.
2.3 Recherche d’un arbre de multicast dans un re´seau tout-optique ou` les nœuds
diffusants sont de´ja` place´s.
Le proble`me ASBC suppose que tout routeur peut jouer le roˆle d’un nœud diffusant, mais que l’on
souhaite n’en utiliser qu’un nombre limite´. On peut s’inte´resser au proble`me similaire ou` tous les nœuds
diffusants D et non diffusants ND sont de´ja` place´s dans le re´seau. Le proble`me se re´duit alors a` trouver
une arborescence de Steiner classique dans G⊲ restreint a` {r}∪X ∪D. En effet, toute solution re´alisable de
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ASBC contenant des nœuds de ND peut eˆtre transforme´e en une solution au pire aussi couˆteuse ne contenant
aucun nœud de ND. Les rapports d’approximation de DST sont conserve´s dans cette version.
3 Complexite´ parame´tre´e
The´ore`me 3.1. Le proble`me ASBC parame´tre´ par d est XP.
De´monstration. Montrons qu’il existe un algorithme polynomial pour le proble`me ASBC si d est borne´.
Il faut en premier lieu remarquer qu’au moins une solution optimale T ∗ ne contient que la racine, des
terminaux et des nœuds de branchements κ∗, car il est toujours possible de re´duire le couˆt d’un arbre en
contractant ses chemins en arcs qui ont, rappelons-le, le poids des plus courts chemins. Cet arbre est donc
un arbre couvrant de poids minimum dans le grapheG⊲ restreint aux nœuds r, X et κ∗. En ite´rant sur tous les
d-uplets possibles κ de nœuds diffusants, en nombre O(nd), et en appliquant dans G⊲ restreint aux nœuds r,
X et κ un algorithme d’arborescence couvrante de poids minimum, en O((1+ k+ d)2) [Tar77], on trouve
la solution optimale en temps O(nd(1+ k+d)2).
The´ore`me 3.2. Le proble`me ASBC parame´tre´ par d est W[2]-difficile.
Ide´e de la de´monstration. Sachant que Set Cover est W[2]-Complet quand il est parame´tre´ par la valeur
de la solution optimale [DF12], en adaptant la re´duction classique de ce proble`me vers le proble`me de
Steiner, il est possible de trouver une re´duction FPT vers notre proble`me parame´tre´.
4 Re´sultats d’approximation polynomiale
The´ore`me 4.1. Soit I = (G,r,X ,ω) une instance de DST de solution optimale T ∗, de couˆt ω∗, et soit
I ′ = (I ,d) une instance de ASBC de solution optimale T ∗d . Alors
ω⊲(T ∗d )
ω∗ ≤ ⌈
k−1
d
⌉.
De´monstration. En partant de la solution optimale T ∗, on va construire une solution re´alisable Td ve´rifiant
ce rapport. Et puisque ω⊲(T ∗d )≤ ω
⊲(Td), le the´ore`me sera prouve´.
Pour un nœud u de T ∗, soit X(u) le nombre de terminaux contenus dans le sous arbre de T ∗ enracine´ en u.
On cherche un nœud v de T ∗ tel que X(v)≥ 1+⌈ k−1
d
⌉ terminaux, et dont tout fils w ve´rifie X(w)≤⌈ k−1
d
⌉. Si
un tel nœud n’existe pas, on pose v= r, on a alors ne´cessairement X(r)≤ ⌈ k−1
d
⌉. Alors on remplace le sous-
arbre enracine´ en v par une e´toile reliant v a` tous ses terminaux. Le nombre de nœuds de branchement dans
ce sous-arbre est re´duit a` 1, et le poids de ce sous arbre n’a pu eˆtre multiplie´ par plus de ⌈ k−1
d
⌉. On remplace
temporairement cette nouvelle e´toile par un terminal seul, a` la meˆme position que v pre´ce´demment. On
recommence jusqu’au moment ou` T ∗ est re´duit a` un terminal. On construit alors au plus d e´toiles.
Td s’obtient en retransformant les terminaux en e´toiles. Leur poids est au plus ⌈
k−1
d
⌉ fois celui des mor-
ceaux d’arbre de T ∗ qu’elles remplacent. Donc Td ve´rifie la proprie´te´ de´sire´e, prouvant le the´ore`me.
S’il existe une α-approximation polynomiale pour ASBC, alors le the´ore`me 4.1 montre qu’il est possible
de trouver une α⌈ k−1
d
⌉-approximation polynomiale pour le proble`me de Steiner en diminuant artificielle-
ment le nombre de nœuds diffusants a` d et en re´solvant le proble`me ASBC associe´. Par exemple, puisque
ASBC est XP en d, il existe une ⌈ k−1
d
⌉-approximation XP en d pour DST. Un bon rapport d’approximation
α pour ASBC implique donc un meilleur rapport d’approximation pour DST. Cependant, le the´ore`me qui
suit nous montre un fort re´sultat d’inapproximabilite´ pour ASBC.
The´ore`me 4.2. Sous contrainte que NP 6⊆ DTIME[nO(log logn)], quel que soit ε > 0, il n’est pas possible de
trouver un algorithme d’approximation polynomial pour le proble`me ASBC de rapport 1+( 1
e
− ε) k
d−1 .
Ide´e de la de´monstration. Il s’agit d’une re´duction depuis le proble`me maximum Coverage qui, e´tant
donne´ un univers X ′, une couverture S′ de X ′ et un entier d′ non nul demande de couvrir un nombre
maximum d’e´le´ments de X ′ avec au plus d′ ensembles de S′. Ce proble`me, sous contrainte que NP 6⊆
DTIME[nO(log logn)], quel que soit ε > 0, ne peut eˆtre approche´ avec un rapport 1− 1
e
+ ε, et ce, meˆme si on
sait que toute solution optimale couvre X ′ en entier avec exactement d′ ensembles [Fei98].
Pour effectuer la re´duction, on associe a` une instance IC = (X
′,S′,d′) de maximumCoverage une instance
IB = (G,r,X ,ω,d = d
′+ 1) de ASBC. On suppose que toute solution optimale de IC couvre X
′ en entier
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avec exactement d′ ensembles. L’instance IB contient un nœud pour chaque ensemble de S
′, et un terminal
pour chaque e´le´ment de l’univers X ′. Chaque nœud-ensemble est relie´ par un arc de poids 1 aux terminaux-
e´le´ments qu’il contient. De plus une racine est relie´e a` tous les ensembles par un arc de couˆt B> 0 et a` tous
les terminaux par un arc de couˆt B+1. Le parame`tre B sera de´termine´ ulte´rieurement. Soit k = |X ′|= |X |.
On associe a` toute solution re´alisable C de IC contenant d− 1 ensembles une solution re´alisable T (C)
de IB de couˆt ω
⊲(T (C)) = B · (d− 1)+ |X(C)|+(B+ 1) · (k−|X(C)|) en reliant la racine aux terminaux
X(C) couverts parC via les nœuds-ensembles deC, et a` tout autre terminal t par l’arc (r, t). Inversement, on
associe a` toute solution re´alisable T de IB une solution re´alisable C (T ) de IC en renvoyant tous les nœuds-
ensembles de T et en comple´tant pour que cette couverture contienne d− 1 ensembles. Le lemme clef de
cette re´duction est de prouver que ω⊲(T (C (T )))≤ ω⊲(T ). La preuve de ce lemme n’est pas de´taille´e ici.
On suppose maintenant qu’il existe une ρ = 1+( 1
e
− ε) k
d−1 -approximation pour ASBC.
B · (d−1)+ |X(C)|+(B+1) · (k−|X(C)|)
B · (d−1)+ k
=
ω⊲(T (C(T )))
ω⊲(T (C(T ∗)))
≤
ω⊲(T )
ω⊲(T (C∗))
≤ ρ
|X ′| · (1−
1
e
+ ε+
1−ρ
B
)≤ |X(C(T ))|
Posons B = 2 · ρ−1ε > 0. Alors 1−
1
e
+ ε
2
≤ |X(C(T ))||X(C∗)| , ce qui est en contradiction avec le re´sultat d’inap-
proximabilite´ du proble`me maximum Coverage.
5 Conclusion
Dans ce ce papier, nous avons construit une ge´ne´ralisation, nomme´e ASBC, pour le proble`me de l’arbo-
rescence de Steiner dans le cas d’un re´seau ne contenant qu’au plus d nœuds diffusants. Nous avons montre´
que ASBC est XP en d et permet de construire une approximation XP en d pour le proble`me de Steiner.
Cependant, nous avons e´galement montre´ un fort re´sultat d’inapproximabilite´ pour ASBC.
Un proble`me ouvert est de trouver un algorithme d’approximation pour ASBC. Actuellement, les ap-
proximations envisage´es pour ce proble`me ne sont que des adaptations des algorithmes pour le proble`me
de Steiner, dont le rapport resterait inchange´ et ne de´pend que du nombre de terminaux. Il serait inte´ressant
de trouver une approximation dont le rapport de´pende e´galement de d.
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